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MỞ ĐẦU

Trong Lý thuyết xác suất và thống kê toán học, hàm mật độ và hàm phân

phối tích lũy (gọi chung là luật xác suất) là hai khái niệm cơ bản nhất của

một biến ngẫu nhiên. Tuy nhiên trong hầu hết các mô hình ứng dụng thực

tiễn, chẳng hạn như nghiệm của một phương trình vi phân ngẫu nhiên

(Stochastic Differential Equation viết tắt là SDE), hai hàm này thường

không thể tìm được công thức hiển. Do đó, việc nghiên cứu luật xác suất

của một biến ngẫu nhiên là rất quan trọng và đã được các nhà khoa học

quan tâm từ nhiều thế kỷ. Thông thường, có hai cách nghiên cứu luật xác

suất của biến ngẫu nhiên, thứ nhất là nghiên cứu trực tiếp, thứ hai là

nghiên cứu gián tiếp thông qua ước lượng mức độ gần, đo sự khác biệt hay

khoảng cách giữa chúng với một biến ngẫu nhiên quen thuộc nào đó. Đây

là bài toán quan trọng của lí thuyết xác suất và thống kê toán học vì nó

không chỉ cho chúng ta sự so sánh giữa các phân phối, giữa mô hình và hiện

thực mà còn mang lại nhiều thông tin về sự hội tụ, ước tính sai số, độ rủi ro

và tối ưu hóa trong thuật toán. Có rất nhiều khoảng cách khác nhau được

sử dụng như khoảng cách Kolmogorov, khoảng cách Wasserstein, khoảng

cách biến phân toàn phần, khoảng cách thông tin Fisher...

Liên quan đến lượng thông tin Fisher (Fisher information) đã có có một

lịch sử nghiên cứu lâu dài, bắt nguồn từ công trình của Linnik năm 1959

[?]. Phần lớn các kết quả hiện có trong lĩnh vực này tập trung vào tổng

của các biến ngẫu nhiên độc lập. Đối với các tổng này, nhiều kết quả định

lượng về tốc độ hội tụ của lượng thông tin Fisher đã được thiết lập, tiêu

biểu là các công trình của Bobkov, Johnson và cộng sự [1, 2, 3, 4]. Cùng

với đó là nhiều công trình nghiên cứu khoảng cách lượng thông tin Fisher

I(F‖N) giữa biến ngẫu nhiên F và biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn

N [5]. Chú ý rằng, I(F‖N) không phải là một khoảng cách thực sự. Tuy

nhiên đại lượng này liên quan chặt chẽ đến nhiều loại khoảng cách quan

trọng khác trong thống kê ứng dụng, chẳng hạn như entropy tương đối

(relative entropy hay còn gọi là khoảng cách Kullback–Leibler) và khoảng

cách supremum giữa các mật độ xác suất. Ngoài ra, I(F‖N) cũng có mối

liên hệ với các khoảng cách truyền thống như khoảng cách Kolmogorov,

khoảng cách biến phân toàn phần và khoảng cách Wasserstein, v.v. Do đó,

I(F‖N) đóng vai trò như một thước đo mạnh đo lường sự khác biệt giữa
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quy luật phân bố của một biến ngẫu nhiên so với phân phối chuẩn dựa

vào cấu trúc vi phân của hàm mật độ xác suất và có nhiều ứng dụng trong

nghiên cứu Định lí giới hạn trung tâm.

Trong báo cáo này, chúng tôi tìm hiểu và trình bày một số kiến thức

cơ bản về lượng thông tin Fisher và khoảng cách lượng thông tin Fisher

giữa biến ngẫu nhiên F và phân phối chuẩn Gauss cũng như liên hệ giữa

khoảng cách lượng thông tin Fisher với một số khoảng cách thường gặp

khác.

Nội dung báo cáo gồm hai phần:

� Phần 1 trình bày tóm tắt một số kiến thức cơ bản về lượng thông tin

Fisher và khoảng cách lượng thông tin Fisher như định nghĩa, một số

tính chất và các ví dụ tính toán cho một số phân phối thường gặp.

� Phần 2 trình bày mối liên hệ giữa khoảng cách lượng thông tin Fisher

với một số khoảng cách khác như L1−khoảng cách, khoảng cách Kol-

mogorov, khoảng cách biến phân toàn phần.
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NỘI DUNG BÁO CÁO

1 Định nghĩa và tính chất của lượng thông tin Fisher

và khoảng cách lượng thông tin Fisher

1.1 Định nghĩa và tính chất của lượng thông tin Fisher

Định nghĩa 1.1. Cho F là biến ngẫu nhiên có hàm mật độ liên tục tuyệt

đối pF . Hàm score ρF của biến ngẫu nhiên F được định nghĩa bởi

ρF :=
p′F (x)

pF (x)

và lượng thông tin Fisher I(F ) của biến ngẫu nhiên F được định nghĩa bởi

I(F ) :=

∫ +∞

−∞

p′F (x)2

pF (x)
dx.

Từ định nghĩa, ta dễ dàng suy ra một số tính chất sau:

1. I(F ) = E
[
ρ2
F (F )

]
.

2. E[ρF (F )] = 0.

3. I(F ) ≥ 0.

4. I(aX + b) = 1
a2I(X), ∀a, b ∈ R, a 6= 0.

Ví dụ 1. Nếu N là biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn với trung bình µ

và phương sai σ2 thì

� Hàm mật độ của N là ϕ(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 .

� Hàm score của N là ρN =
−(x− µ)

σ2
.

� Lượng thông tin Fisher của N là

I(N) = E
[
ρ2
N(N)

]
=

1

σ4

∫ +∞

−∞
(x− µ)2ϕ(x)dx

=
1

σ4

∫ +∞

−∞
(x2 − 2µx+ µ2)ϕ(x)dx

=
1

σ4

(
E[N 2]− 2µE[N ] + µ2

)
=

1

σ4
Var[N ] =

1

σ2
.
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Ví dụ 2. Nếu F là biến ngẫu nhiên có phân phối mũ với tham số λ thì

� Hàm mật độ của F là f(x) = λe−λx, x ≥ 0.

� Hàm score của F là ρF = −λ.

� Lượng thông tin Fisher của F là I(F ) = E[ρ2
F ] = λ2.

Ví dụ 3. Nếu F là biến ngẫu nhiên có phân phối Gamma F ∼ Γ(n, θ)

thì

� Hàm mật độ của F là f(x) = e−θxθnun−1

Γ(n) .

� Hàm score của F là ρF = −θ+ n−1
x . Sử dụng tính chất EF s = Γ(n+s)

Γ(n)θs

nếu s > −n ta được

� Lượng thông tin Fisher của F là

I(F ) = E[ρ2
F ] = (n− 1)2 θ2

(n− 2)(n− 1)
− 2(n− 1)θ

θ

n− 1
+ θ2

=
θ2

n− 1
, n > 2.

Mệnh đề 1.2. Cho N cho biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn với trung

bình µ và phương sai σ2. Nếu F là biến ngẫu nhiên có trung bình µ và

phương sai σ2 với hàm mật độ liên tục tuyệt đối ρF thỏa mãn lim
x→±∞

(x −
µ)pF (x) = 0 thì

I(F ) ≥ I(N).

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi F ∼ N(µ, σ2).

Chứng minh. Giả sử F có hàm mật độ pF . Với f là hàm khả vi thỏa mãn

lim
x→±∞

f(x)pF (x) = 0 ta có

E[f(F )ρ(F )] =

∫ +∞

−∞
f(x)

p′F (x)

pF (x)
pF (x)dx =

∫ +∞

−∞
p′F (x)f(x)dx

= −
∫ +∞

−∞
f ′(x)pF (x)dx = −E[f ′(F )].
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Áp dụng cho f(x) = ax+ b ta có E[(aF + b)ρF (F )] = −a. Do đó

0 ≤ E

[(
ρF (F ) +

F − µ
σ2

)2
]

= I(F ) + 2E

[
F − µ
σ2

ρF (F )

]
+ E

[
F − µ
σ2

]2

= I(F )− 2

σ2
+

1

σ2
= I(F )− I(N).

Vậy I(F ) ≥ I(N).

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi

p′F (x)

pF (x)
=
d ln(pF (x))

dx
= −x− µ

σ2
h.k.n.

Nghĩa là

pF (x) = Ce−
(x−µ)2

2σ2 h.k.n,

trong đó C là hằng số thỏa mãn các điều kiện để pF (x) là hàm mật độ.

Nói cách khác, dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi F có phân phối chuẩn.

Mệnh đề 1.3. Nếu X, Y là các biến ngẫu nhiên độc lập thì với mọi β ∈
[0, 1]

I(X + Y ) ≤ β2I(X) + (1− β)2I(Y ) (1)

và

I
(√

βX +
√

1− βY
)
≤ βI(X) + (1− β)I(Y ). (2)

Chứng minh. Đặt W = X + Y. Giả sử hàm mật độ của X, Y lần lượt là

f, g. Khi đó, hàm mật độ của W là

pW (w) =

∫
f(x)g(w − x)dx.

Suy ra

p′W (w) =

∫
f(x)

∂g

∂w
(w−x)dx = −

∫
f(x)

∂g

∂x
(w−x)dx =

∫
f ′(x)g(w−x)dx.

Do đó, hàm score của W là

ρW (w) =
p′W (w)

pW (w)
=

∫
f ′(x)g(w − x)

pW (w)
dx =

∫
f ′(x)

f(x)

f(x)g(w − x)

pW (w)
dx

E

[
f ′(X)

f(X)

∣∣∣W = w

]
= E [ρX(X)|W = w] .
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Tương tự, ρW (w) = E [ρY (Y )|W = w] . Suy ra, với mọi β ∈ [0, 1] ta có

ρW (w) = E [βρX(X) + (1− β)ρY (Y )|W = w] . (3)

Áp dụng bất đẳng thức Jensen ta thu được

I(W ) = E
[
ρ2
W (W )

]
= E

[
(E [βρX(X) + (1− β)ρY (Y )|W = w])2

]
≤ E

[
E (βρX(X) + (1− β)ρY (Y ))2 |W = w

]
= β2E

[
ρ2
X(X)

]
+ (1− β)2E

[
ρ2
Y (Y )

]
.

Trong ước lượng (1), thay
√
βU và

√
1− βV cho U và V tương ứng và

chú ý rằng I(aX) = 1
a2I(X) ta thu được (2).

Thông tin Fisher cũng có thể định nghĩa theo tham số, dùng để đo lượng

thông tin của biến ngẫu nhiên X về tham số θ mà xác suất của X phụ

thuộc vào nó.

Định nghĩa 1.4. Gọi f(X, θ) là hàm mật độ của X (trong trường hợp X

là biến ngẫu nhiên liên tục) và là hàm khối lượng của X (mass function

trong trường hợp X là biến ngẫu nhiên rời rạc) thì lượng thông tin Fisher

Iθ(X) về tham số θ của biến ngẫu nhiên X được định nghĩa bởi

Iθ(X) = E

[(
∂

∂θ
log f(X, θ)

)2
]
.

Ví dụ 4. Nếu biến ngẫu nhiên có phân phối 0-1 X ∼ Bernoulli(p) thì

f(x, p) = P (X = x) = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1}

và EX = EX2 = p. Khi đó

log f(x, p) = x log p+ (1− x) log(1− p).

Lấy đạo hàm theo p ta được

∂

∂θ
log f(X, p) =

x

p
− 1− x

1− p
.
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Suy ra

Ip(X) = E

[(
X

p
− 1−X

1− p

)2
]

= E

[
X2

p2
− 2F (1−X)

p(1− p)
+

(1−X)2

(1− p)2

]
=

p

p2
+

2(p− p)
p(1− p)

+
1− p

(1− p)2

=
1

p
+

1

1− p
=

1

p(1− p)
.

Ví dụ 5. Nếu biến ngẫu nhiên X có phân phối Poisson với tham số λ thì

P (X = x) =
e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, ...

và EX = V arX = λE[X2] = λ+ λ2.

Khi đó

log f(x, λ) = −λ+ x log λ− log(x!).

Lấy đạo hàm theo λ ta được

∂

∂θ
log f(x, λ) = −1 +

x

λ
.

Suy ra

Iλ(X) = E

[(
−1 +

X

λ

)2
]

= E

[
1− 2X

λ
+
X2

λ2

]
= 1− 2λ

λ
+
λ+ λ2

λ2
=

1

λ
.

Ví dụ 6. Nếu biến ngẫu nhiên X có phân phối mũ với tham số λ thì hàm

mật độ

f(x, λ) = λe−λx, x ≥ 0.

và EX = 1
λ , V arX = 1

λ2 , E[X2] = 2
λ2 . Khi đó

log f(x, λ) = log λ− λx.

Lấy đạo hàm theo λ ta được

∂

∂θ
log f(x, λ) =

1

λ
− x.
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Suy ra

Iλ(X) = E

[(
1

λ
−X

)2
]

= E

[
1

λ2
− 2

X

λ
+X2

]
=

1

λ2
− 2

λ2
+

2

λ2
=

1

λ2
.

1.2 Định nghĩa và tính chất của khoảng cách lượng thông tin
Fisher

Định nghĩa 1.5. Cho F là biến ngẫu nhiên với hàm mật độ liên tục tuyệt

đối. Khoảng cách lượng thông tin Fisher của F đến N được định nghĩa bởi

I(F‖N) := E

[(
ρF (F ) +

F − µ
σ2

)2
]
.

Chú ý rằng, I(F‖N) không phải là một khoảng cách thực sự. Nếu F

có trung bình µ, phương sai σ2 và hàm mật độ ρF thỏa mãn lim
x→±∞

(x −
µ)pF (x) = 0 thì tương tự trong chứng minh của Mệnh đề 1.2 ta có

I(F‖N) = I(F )− I(N).

Ví dụ 7. Giả sử F là biến ngẫu nhiên có phân phối mũ với tham số λ thì

E[F ] = 1
λ và V ar[F ] = 1

λ2 . Giả sử N là biến ngẫu nhiên chuẩn có kì vọng

và phương sai bằng với kì vọng và phương sai của F. Khi đó

ρF (F ) +
F − µ
σ2

= −λ+ λ2

(
F − 1

λ

)
= λ2F − 2λ.

Suy ra

I(F‖N) = E[(λ2F − 2λ)2]

= λ4E[F 2]− 4λ3E[F ]− 4λ2

= λ4
(
V ar[F ] + (E[F ])2

)
− 4λ3E[F ]− 4λ2

= λ4 2

λ2
− 4λ3 1

λ2
− 4λ2

= 2λ2.
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2 Mối liên hệ của khoảng cách lượng thông tin

Fisher với các khoảng cách khác

Tiếp theo, ta tìm hiểu mối quan hệ giữa khoảng cách lượng thông tin

Fisher và một số khoảng cách khác thường dùng.

Định nghĩa 2.1. Xét không gian đo (Ω,F) và P,Q là hai độ đo trên

(Ω,F). Khoảng cách biến phân toàn phần (dTV ) giữa P,Q được định nghĩa

bởi

dTV (P,Q) = sup
A∈F
|P (A)−Q(A)|.

Nói cách khác, nếu X, Y là hai biến ngẫu nhiên thì

dTV (X, Y ) = sup
D∈B(R)

|P (X ∈ D)− P (Y ∈ D)|.

Định nghĩa 2.2. Khoảng cách Kolmogorov giữa hai biến ngẫu nhiên X, Y

được định nghĩa bởi

dK(X, Y ) := sup
x∈R
|P (X ≤ x)− P (Y ≤ x)|.

Định nghĩa 2.3. Cho X, Y là hai biến ngẫu nhiên liên tục có hàm mật

độ lần lượt là p(x) và q(x). Khi đó khoảng cách entropy (độ lệch entropy

tương đối) từ X tới Y cho bởi

DKL(X‖Y ) =

∫
R
p(x) log

(
p(x)

q(x)

)
dx.

Do các tập (−∞, x] chỉ là một lớp con của mọi tập đo được nên

dK(X, Y ) ≤ dTV (X, Y ).

Mệnh đề 2.4 (Bất đẳng thức Csiszár-Kullback-Pinsker ).

dTV (X, Y ) ≤
√

1

2
DKL(X‖Y ). (4)

Chứng minh. Báo cáo trình bày chứng minh của Clément L. Canonne

trong [7].

Xét X và Y là các phân phối 0 − 1 với tham số lần lượt là p, q. Theo

ví dụ 1 cua mục 1 ta có

dTV (X, Y ) = |p− q|
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và

DKL(X‖Y ) = p log
p

q
+ (1− p) log

1− p
1− q

.

Xét hàm f(x) : (0, 1)→ R cho bởi f(x) = p log x+ (1− p) log(1− x) thì

ta có thể viết

f(p)− f(q) =

∫ p

q
f ′(x)dx =

∫ p

q

p− x
x(1− x)

dx

≤ 4

∫ p

q
(p− x)dx = 4.

1

2
(p− q)2.

Ở trên, ta đã sử dụng bất đẳng thức x(1− x) ≤ 1/4 với x ∈ (0, 1). Từ đó

suy ra

f(p)− f(q) = p log
p

q
+ (1− p) log

1− p
1− q

≤ 2(p− q)2.

Nên bất đẳng thức 4 đúng trong trường hợp này. Trong trường hợp tổng

quát, giả sử X, Y là biến ngẫu nhiên với trên miền Ω tùy ý tương ứng với

độ đo xác suất P,Q trên Ω. Cố định tập con đo đượcS ⊂ Ω. Hai biến ngẫu

nhiên X ′ = 11S(X) và Y ′ = 11S(Y ) tương ứng là các phân phối 0 − 1 với

tham số p′ = P (S) và q′ = Q(S). Do đó

2(P (S)−Q(S))2 = 2dTV (X ′, Y ′)2 ≤ DKL(X ′, Y ′) ≤ DKL(X‖Y ),

trong đó bất đẳng thức thứ 2 là nhờ bất đẳng thức data processing. Lấy

sup trên các tập S ta được

2dTV (X, Y )2 = 2 sup
S∈Ω

2(P (S)−Q(S))2 ≤ DKL(X‖Y ).

Mệnh đề 2.5. Cho F là biến ngẫu nhiên có trung bình µ, phương sai σ2

và hàm mật độ liên tục tuyệt đối. Khi đó, ta có

dTV (F,N) ≤ σ

2

√
I(F‖N). (5)

Chứng minh. entropy tương đối (relative entropy) của F đối với N là

DKL(F‖N), cho bởi

DKL(F‖N) =

∫
R
pF (x) log

(
pF (x)

pN(x)

)
dx.

11



Theo bất đẳng thức Csiszár-Kullback-Pinsker ta có

2 (dTV (F,N))2 ≤ D(F‖N).

Mặt khác, theo Bổ đề 1 trong [6], ta có

DKL(F‖N) =

∫ 1

0

J
(√

tF +
√

1− tN
)

2t
dt,

với N là biến ngẫu nhiên độc lập với F. Áp dụng bất đẳng thức (2), suy

ra

DKL(F‖N) ≤
∫ 1

0

tJ(F ) + (1− t)J(N)

2t
dt =

σ2

2
I(F‖N). (6)

Kết hợp các ước lượng ta được

(dTV (F,N))2 ≤ σ2

4
I(F‖N).

Lấy căn thức hai vế ta được điều phải chứng minh

Bất đẳng thức (6) còn được biết đến là bất đẳng thức log-Sobolev.

Như vậy, khoảng cách lượng thông tin Fisher là một khoảng cách mạnh.

Sự hội tụ của khoảng cách lượng thông tin Fisher sẽ dẫn đến sự hội tụ

của của một số khoảng cách khác như khoảng cáchbiến phân toàn phần,

khoảng cáchKolmogorov hay khoảng cách entropy.

12



KẾT LUẬN

Báo cáo đã tổng kết một số kiến thức cơ bản về lượng thông tin Fisher và

khoảng cách khoảng cách lượng thông tin Fisher giữa các biến ngẫu nhiên.

Từ đó, tính toán lượng thông tin Fisher và khoảng cách khoảng cách lượng

thông tin Fisher giữa một số biến ngẫu nhiên cơ bản. Báo cáo cũng tổng

hợp một số mối quan hệ giữa khoảng cách khoảng cách lượng thông tin

Fisher và một số khoảng cách thường dùng khác. Kết quả của báo cáo

nhằm mục đích làm tài liệu tham khảo chuyên ngành xác suất thống kê

và hỗ trợ giảng dạy cho sinh viên ngành toán.
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