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MO DAU

Trong Ly thuyét xac suat va thong ké toan hoc, ham mat do va ham phan
phdi tich Iy (goi chung 1a luat xac suat) 1a hai khai niém co ban nhat ctia
mot bién ngau nhién. Tuy nhién trong hau hét cdc mo hinh tng dung thuec
tién, chdng han nhu nghiém ctia mot phuong trinh vi phan ngau nhién
(Stochastic Differential Equation viét tat 1a SDE), hai ham nay thuong
khong thé tim dugc cong thitc hien. Do d6, viéc nghién cttu luat xac suat
clia mot bién ngau nhién 1a rat quan trong va da dude cac nha khoa hoc
quan tam tit nhiéu thé ky. Thong thuong, c6 hai cach nghién cttu luat xac
suat clia bién ngau nhién, thi nhat 14 nghién citu tryc tiép, tht hai 1a
nghién cttu gian tiép thong qua uéc lugng mitc do gan, do sy khac biet hay
khodng cach gitta chiing v6i mot bién ngau nhién quen thuoc nao dé. Day
12 bai toan quan trong ctlia 1i thuyét xac suat va théng ké toin hoc vi né
khong chi cho chiing ta sy so sanh gitta cAc phan phdi, gitta mo6 hinh va hién
thiic ma con mang lai nhiéu thong tin vé sy hoi tu, uéc tinh sai s6, do rii ro
va t6i 1 hoa trong thuat todn. C6 rat nhieu khodng cach khac nhau dugc
st dung nhu khoang cach Kolmogorov, khoang cach Wasserstein, khoang
cach bién phan toan phan, khodng cach thong tin Fisher...

Lien quan dén lugng thong tin Fisher (Fisher information) da ¢6 ¢6 mot
lich st nghién cttu lau dai, bat nguon tir cong trinh ctia Linnik nam 1959
[?]. Phan 16n céc két qua hién c6 trong linh viec nay tap trung vao tong
clia cac bién ngdu nhieén doc lap. D6i véi cac tong nay, nhidu két qua dinh
luong vé toc do hoi tu clia lugng thong tin Fisher da duge thiét lap, tieu
biéu 1 cic cong trinh ctia Bobkov, Johnson va cong su [1, 2, 3, 4]. Ciing
v6i d6 1a nhiéu cong trinh nghién cttu khoang cach lugng thong tin Fisher
I(F||N) gitta bién ngdu nhién F va bién ngdu nhién ¢6 phan phdi chuan
N [5]. Chu § rang, I(F||N) khong phai la mot khoéng cach thue su. Tuy
nhién dai lugng nay lién quan chit ché dén nhiéu loai khoang cach quan
trong khac trong théng ké tng dung, ching han nhu entropy tuong déi
(relative entropy hay con goi la khoang cach Kullback—Leibler) va khoang
cach supremum gitta cac mat do xac suat. Ngoai ra, I(F||N) cling ¢6 mdi
lien hé vé6i cac khoadng cach truyén thong nhu khoadng cach Kolmogorov,
khoang cach bién phan toan phan va khoang cich Wasserstein, v.v. Do d6,
I(F||N) déng vai tro nhu mot thuée do manh do luong su khéc biét gita



quy luat phan bd ciia mot bién ngdu nhién so véi phan phdi chuan dua
vao cau tric vi phan ctia ham mat do xac suat va c6 nhiéu ting dung trong
nghién cttu Dinh 1i giéi han trung tam.

Trong béo cao nay, ching t6i tim hiéu va trinh bay mot s6 kién thic
co ban vé lugng thong tin Fisher va khodng cach luong thong tin Fisher
gita bién ngau nhién F' va phan phéi chuan Gauss ciing nhu lién hé giita
khodng cach lugng thong tin Fisher v6i mot s6 khoang cach thuong gap
khac.

Noi dung bao cdo gom hai phan:

e Phan 1 trinh bay tém tiat mot s6 kién thiic co ban vé luong thong tin

Fisher va khoang cach luong thong tin Fisher nhu dinh nghia, mot s6

tinh chat va cac vi du tinh toan cho mot s6 phan phoi thuong gip.

e Phan 2 trinh bay mdi lien heé gitta khoang cach lugng thong tin Fisher
v6i mot s6 khoang cach khac nhu L' —khoang cach, khoang cach Kol-

mogorov, khodng cach bién phan toan phan.



NOI DUNG BAO CAO
1 Pinh nghia va tinh chat ctia luong théng tin Fisher
va khoang cach lugng théng tin Fisher
1.1 Pinh nghia va tinh chit cta lugng thong tin Fisher

Dinh nghia 1.1. Cho F la bién ngau nhién cé ham mat do lién tuc tuyét
doi pp. Ham score pr cia bién ngau nhién F dugc dinh nghia bdi

_ Prlz)
PF = pr(2)

va ligng thong tin Fisher I(F) cia bién ngau nhién F dugc dinh nghia bdi

I(F) := /m Pr)l,

-0 PF (33)

T dinh nghia, ta dé dang suy ra mot s6 tinh chat sau:
L I(F) = E [53(F)

2. Elpr(F)] =0.

3. I(F) > 0.

4. I(aX 4+ b) = LI(X), Ya,b € R,a # 0.

Vi du 1. Néu N la bién ngau nhién c6 phan phdi chuan vé6i trung binh u
va phuong sai o2 thi
1 _ew?

2

o\ 2T

e Ham mat do cia N 1a p(x) =

—(—p)

e Ham score cua N la py = 5
o

e Luong thong tin Fisher cia N la

) = E[N] = = [ = nPetds
= % _m(:v2 — 2ux + 1) (x)dx
= L (BN 2BV 4 ) = Vel =
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Vi du 2. Néu F 1a bién ngau nhién c¢6 phan phdi mi véi tham sé A thi
e Ham mat do ciia F 1a f(z) = de M, 2 > 0.
e Ham score ciia F' la pp = —A\.
e Lugng thong tin Fisher ctia F' 1a I(F) = E[p%] = M\

Vi du 3. Néu F' la bién ngdu nhién c¢6 phan phéi Gamma F ~ TI'(n,0)
thi

e—ngnun—l

e Ham mat do cia F' la f(x) =

I'(n)
e Ham score clia F' 1a pp = —6+ 1. Stt dung tinh chat EF* = 1;((7;;;3
néu s > —n ta duge
e Lugng thong tin Fisher cua F' la
I(F) = Bl = (n— 1) —0 2 — 16— 4 7
B (n—2)(n— 1) —
92
= > 2.
n—1"

Meénh dé 1.2. Cho N cho bién ngau nhién cé phan phoi chuan vdi trung
binh 1 va phuong sai 2. Néu F' la bién ngau nhién cé trung binh p va
phuong sai 0 vdi ham mat do lien tuc tuyét doi pp théa man 1irj1:r1 (x —
T—r£00
wpr(x) =0 th
I(F) > I(N).

Ddu bang zdy ra khi va chi khi F ~ N(u, 0?).

Chiing minh. Gia sit F' ¢6 ham mat do pp. V6i f 1a ham kha vi théa man
lim f(x)pp(z) =0 ta co

r—+00

+0o0 !

BN = [ @ Dy = [ ) (e

Pr (IE’) —00
400

=~ | F@prl@)de = ~E[f(F)].

()




Ap dung cho f(z) = ax + b ta c6 E[(aF + b)pp(F)] = —a. Do d6

0<E (pF(F)+ FO__QH>2
— I(F) +2F [FUZ “pF(F)] +E [FU; “r
= I(F) ~ 5+ —5 = I(F) ~ I(N).

Vay I(F) > I(N).
Dau bang xay ra khi va chi khi

Pr(@) dln(pp(z))  z—p ,

Nghia la

(@=p)*
pr(z) =Ce =2 h.kn,
trong d6 C' 13 hing s6 théa man cac diéu kien dé pr(x) 1a ham mat do.
Néi cach khac, dau bang xay ra khi va chi khi F' ¢6 phan phéi chuan. [

Meénh dé 1.3. Néu X,Y la cdc bién ngau nhién doc lap thi vdi moi § €
[0,1]

(X +Y) < BI(X) + (1 - B)*I(Y) (1)
1(VBX + VT=BY) < BI(X)+ (1= B)I(Y), 2)

Chiing minh. Dat W = X + Y. Gia st ham mat do cia X, Y lan luct 1
f,g. Khi d6, ham mat do cia W la

~ [ 1@t~
/f w:z:d;r:— /f wxd;r:—/f

Do do6, ham score cua W 1a
W) [ P@elw =) [ @) f@ew—2)
w) / pw(w) ! flx)  pw(w) !

p
pW(w)_pw(
P 1 .
E[f(X>)W_ ]—E[pX(X)]W— l.

Suy ra
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Tuong tu, pw(w) = E [py (Y)|W = w]. Suy ra, véi moi 8 € [0, 1] ta c6
pw(w) = E [Bpx(X) + (1= 8)py (Y)W = w]. (3)
Ap dung bat déng thiic Jensen ta thu duge
(W) = E [ (W)] = E[(E [Box(X) + (1= B)pr (V)W = u])’]
< B E (Bpx(X) + (1= B)py (V) W = u]
= BE [px(X)] + (1 = B)’E [py (V)] .

Trong uée lugng (1), thay +/BU va /1 — BV cho U va V tuong ting va
chi ¥ ring I(aX) = 51(X) ta thu duge (2). []

Thong tin Fisher ciing c¢6 thé dinh nghia theo tham s6, ding dé do lugng
thong tin clia bién ngau nhiéen X vé tham s6 6 ma xac suat ctia X phu

thudc vao né.

Dinh nghia 1.4. Goi f(X,0) la ham mat do cia X (trong truong hop X
la bién ngau nhién lién tuc) va la ham khoi lugng cia X (mass function
trong truong hop X la bién ngau nhién i rac) thi lugng thong tin Fisher
Iy(X) vé tham s6 0 cia bién ngau nhién X dugc dinh nghia bdi

(%log FX, 9))2] .

Vi du 4. Néu bién ngau nhién c¢6 phan phéi 0-1 X ~ Bernoulli(p) thi

flz,p)=P(X =2)=p"(1-p)'~", 2z €{0,1}

va EX = EX? = p. Khi d6

L(X)=E

log f(x,p) = zlogp + (1 — x)log(1l — p).
Lay dao ham theo p ta dugc

0 r 1—=x
—lngX,p - — .
(X,p) PR

00



Suy ra

Ip(X) =k <% o 11__);) ]

X* 2F(1-X) (1 —X)2]

| p2 p(l1—p) (1—p)?
2p—p)  1—p

p? +p(l—p) " (1—p)?

101 1

p

+ — .
1—p p(l-0p)

Vi du 5. Néu bién ngau nhién X c6 phan phdi Poisson v6i tham s6 A thi

—AAx
PX=12)=""" 2=0,1,2, ..
x!
v EX = VarX = NE[X? = A+ \2.

Khi dé

log f(z,\) = =X+ xlog A — log(x!).
Lay dao ham theo A ta dugc

2logf(az,)\) — 14

00 A
Suy ra
_ Juy
L(X)=E (—1 + T) ]
[ 2X  X?
=B\l ﬁ]
=1 — % + )\—l——/\Q = l
A A2 A
Vi du 6. Néu bién ngau nhién X c6 phan phdi mil véi tham s6 A thi ham
mat do
flz,\)=Xe ™M z>0.
va EX =1, VarX = 55, E[X?] = &. Khi d6

log f(x,\) =log A — Az.
Lay dao ham theo \ ta ducc

0 1
%logf(x,)\) =5
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Suy ra

1 2 2 1
BSVARS VRIS vER VA

1.2 Dinh nghia va tinh chit ctia khoang cach lugng théng tin
Fisher

Dinh nghia 1.5. Cho F la bién ngdu nhién vdi ham mat do lien tuc tuyét
doi. Khodng cdch lugng thong tin Fisher cia F dén N dudc dinh nghia bdi

(pF(F) + Fa; /”L)Q] .

Chu y rang, I(F||N) khong phai 13 mot khoang cach thuc sy. Néu F

c6 trung binh u, phuong sai 02 va ham mat do pp théa man liril (x —
T—>100

p)pr(x) = 0 thi tuong tu trong chiing minh ctia Ménh dé 1.2 ta ¢6

I(F|N):=E

[(F||N) = I(F) — I(N).

Vidu 7. Gid st F' l1a bién ngau nhién c6 phan phéi mii v6i tham sd A thi
E[F] = § va Var[F| = 5. Gid st N la bién ngau nhién chuan c6 ki vong
va phuong sai bang vdi ki vong va phuong sai ctia F. Khi d6

F—p
2

1
pr(F) + = A+ N\ (F— X) = A\2F — 2]\

Suy ra
I(F||N) = E[(N*F — 2)\)¥]
= ME[F?] — 4N E[F] — 4)\*
= (Var[F) + (B[F))?) — 4\ B[F] — 4X*

2 ]_
_ \4 3 2

= 2)\2.



2 MBobi lien hé cta khoang cach luong théng tin
Fisher v6i cac khoang cach khac

Tiép theo, ta tim hiéu méi quan hé gitta khodng cach luong thong tin
Fisher va mot s6 khodng cach khac thuong dung.

Dinh nghia 2.1. Xét khong gian do (2, F) va P,Q la hai do do trén
(Q, F). Khodng cach bién phan toan phan (dry ) gitia P, Q dugc dinh nghia
bot

dry (P, Q) = sup |[P(A) —Q(A)].

N6i cach khac, néu X, Y 1a hai bién ngau nhién thi

drv(X,Y) = sup |P(X € D)— P(Y € D)|.
DeB(R)

Dinh nghia 2.2. Khodng cich Kolmogorov gitta hai bién ngau nhién X,Y

dugc dinh nghia bdi

dg(X,Y) :=sup|P(X <z)— P(Y <x)|.

zeR
Dinh nghia 2.3. Cho X,Y la hai bién ngdu nhién lién tuc cé ham mat
do lan lugt la p(x) va q(x). Khi dé khodng cdach entropy (do léch entropy
tuong doi) tw X ti'Y cho bdi

Diu(X[v) = [

R

platog (22 d

q(z)

Do céc tap (—oo, x| chi 1a mot 16p con clia moi tap do duge nén
dk(X,Y) < dry(X,Y).

Meénh dé 2.4 (Bat dang thiic Csiszar-Kullback-Pinsker ).

i (X,Y) <2 DY) ()

Chiing minh. Béo cao trinh bay ching minh ctiia Clément L. Canonne
trong [7].
Xét X va Y la cac phan phdi 0 — 1 v6i tham s6 lan luot 14 p, ¢. Theo

vidu 1 cua muc 1 ta co
drv(X,Y) = |p—q
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va

l—q
Xét ham f(z): (0,1) — R cho béi f(x) = plogz + (1 — p)log(1l — x) thi
ta co the viét

Dir(X||]Y) = plogg +(1—p)log

1) - £la) = / " Py = / ' Lt

P 1
< 4/ (p—x)dr =4.5(p - q)*.
q
O tren, ta da st dung bat dng thic z(1 — z) < 1/4 véi z € (0,1). Tt d6
suy ra

P
<2(p—q)*

f(p) — f(a) =p10g§ + (1 —p) log

Nén bat ding thitc 4 ding trong trudng hop nay. Trong trusng hgp tong
quat, gid sit X, Y 1a bién ngau nhién véi trén mién ) tuy ¥y tuong tng vdi
do do xac suat P, Q) trén 2. C6 dinh tap con do dudeS C . Hai bién ngau
nhien X' = 14(X) vd Y’ = 14(Y) tuong ting 1a cac phan phoi 0 — 1 véi
tham s6 p' = P(S) va ¢ = Q(S). Do do6

2(P(S) - Q(S))” = 2dry (X', Y')’ < Dies (X', Y') < Dy (X||Y),

trong d6 bat dang thic thi 2 1a nho bat dang thiic data processing. Lay
sup trén cac tap S ta dugc

2dry(X,Y)? = 2216182(}?(5) —Q(8))* < DrL(X||Y).

[

Ménh dé 2.5. Cho F la bién ngdu nhién cé trung binh p, phuong sai o

va ham mat do lién tuc tuyét doi. Khi do, ta cé

drv(F,N) < 54/ I(F|[). (5)

Chaing minh. entropy tuong doéi (relative entropy) ctia F ddi v6i N la
Dxr(F||N), cho béi

Dict(FIN) = [ prto)tog (222

pn(z)

11



Theo bat dang thitc Csiszar-Kullback-Pinsker ta c6
2 (drv(F,N))* < D(F||N).
Mit khac, theo B6 dé 1 trong [6], ta c6

D) = [ TVEEVIZ )

dt,
0 2t

v6i N la bién ngdu nhien doc lap véi F. Ap dung bat déng thiic (2), suy

ra

tI(F) + (1= 1)J(N) . _ %I(FHN)- (6)

Di1(F|IN) < /

0 2t

Két hop cac uéce luong ta duge

Lay can thiic hai vé ta dugc diéu phai chitng minh O

Bat dang thiic (6) con duge biét dén la bat dang thiic log-Sobolev.

Nhu vay, khoang cach lugng thong tin Fisher 1a mot khoang cach manh.
St hoi tu ciia khoang cach lugng thong tin Fisher sé dan dén sy hoi tu
clia clia mot so6 khoang cach khac nhu khodng cachbién phan toan phan,

khoang cachKolmogorov hay khoang cach entropy.

12



KET LUAN

Bao céo da tong két mot s kién thitc co ban vé luong thong tin Fisher va
khoang cach khoang cach lugng thong tin Fisher gitta cac bién ngau nhién.
Tt do, tinh toan lugng thong tin Fisher va khoang cach khoang cach lugng
thong tin Fisher gitta mot s6 bién ngau nhién co ban. Bao cao ciing tong
hop mot s6 moéi quan hé giita khoang cach khodng cach luong thong tin
Fisher va mot s6 khodng cach thuong diung khac. Két qua cia bao cao
nham muc dich lam tai lieu tham khio chuyén nganh xic suat thong ke

va ho trg giang day cho sinh vién nganh toan.
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